
　第５６卷　第３期
２０１７年　５月

中山大学学报 （自然科学版）

ＡＣＴＡ　ＳＣＩＥＮＴＩＡＲＵＭ　ＮＡＴＵＲＡＬＩＵＭ　ＵＮＩＶＥＲＳＩＴＡＴＩＳ　ＳＵＮＹＡＴＳＥＮＩ
Ｖｏｌ５６　Ｎｏ３
Ｍａｙ　２０１７

　

ＤＯＩ：１０１３４７１／ｊｃｎｋｉａｃｔａｓｎｕｓ２０１７０３００９

Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｗｅｉｇｈｔｅｄｐｓｅｕｄｏａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏｓｏｍｅｎｅｕｔｒａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ

ｗｉｔｈｐｉｅｃｅｗｉｓｅｃｏｎｓｔａｎｔａｒｇｕｍｅｎｔ

ＬＩＮＱｕａｎｗｅｎ１，ＺＨＵＡＮＧＲｏｎｇｋｕｎ２

（１．ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＧｕａｎｇｄｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＰｅｔｒｏｃｈｅｍｉｃａｌＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
Ｍａｏｍｉｎｇ５２５０００，Ｃｈｉｎａ；

２．ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＨｕｉｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｈｕｉｚｈｏｕ５１６００７，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｂｙｍｅａｎｓｏｆｗｅｉｇｈｔｅｄｐｓｅｕｄｏａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｒｅｌｅｖａｎｔｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｆｏｒｗｅｉｇｈｔｅｄｐｓｅｕｄｏａｎｔｉ
ｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｐｉｅｃｅｗｉｓｅｃｏｎｓｔａｎｔａｒｇｕｍｅｎｔｉｓｓｔｕｄｉｅｄ．Ｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｏｆｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｆｏｒｔｈｅ
ｗｅｉｇｈｔｅｄｐｓｅｕｄｏａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｒｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｐｓｅｕｄｏａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓ；ｐｓｅｕｄｏａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｅｑｕｅｎｃｅｓ；ｎｅｕｔｒａｌｄｅｌａｙｅｑｕａｔｉｏｎ；ｐｉｅｃｅｗｉｓｅｃｏｎｓｔａｎｔａｒｇｕｍｅｎｔ

中图分类号：Ｏ１７５　　文献标志码：Ａ　　文章编号：０５２９－６５７９（２０１７）０３－００５７－０９

具有分段常变量的中立型微分方程加权伪反周期解的存在性

林全文１，庄容坤２

（１．广东石油化工学院数学系，广东 茂名５２５０００；
２．惠州学院数学系，广东 惠州５１６００７）

摘　要：通过构造差分方程的加权伪反周期解，研究了一类含分段常变量中立型微分方程的加权伪反周期解的存
在性，给出了所论方程的加权伪反周期解的存在唯一性条件。

关键词：伪反周期解；伪反周期序列；中立型时滞方程；分段常变量
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Ｒ→ （０，＋∞），ｗｈｉｃｈａｒｅｌｏｃａｌｌｙｉｎｔｅｇｒａｂｌｅｏｖｅｒＲ．
Ｉｆρ∈Ｕ，ｗｅｓｅｔ

μ（Ｔ，ρ） ∫
Ｔ

－Ｔ
ρ（ｔ）ｄｔ，Ｔ＞０，

Ｕ∞ ｛ρ∈Ｕ：ｌｉｍ
Ｔ→∞
μ（Ｔ，ρ）＝∞｝

ａｎｄ
ＵＢ ｛ρ∈Ｕ∞：ρｉｓｂｏｕｎｄｅｄｗｉｔｈｉｎｆｔ∈Ｒρ（ｔ）＞０｝

Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，ＵＢＵ∞ Ｕ，ｗｉｔｈｓｔｒｉｃｔｉｎｃｌｕｓｉｏｎｓ．
Ｌｅｔρ１，ρ２∈Ｕ∞，ρ１ｉｓｓａｉｄｔｏｂｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏρ２，

ｄｅｎｏｔｉｎｇｔｈｉｓａｓρ１ρ２，ｉｆρ１／ρ２∈ＵＢ．Ｔｈｅｎｉｓａ
ｂｉｎａｒｙｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｒｅｌａｔｉｏｎｏｎＵ∞ （ｓｅｅ［７］）．Ｌｅｔρ
∈Ｕ∞，ｃ∈Ｒ，ｄｅｆｉｎｅρｃｂｙρｃ（ｔ）＝ρ（ｔ＋ｃ）ｆｏｒｔ∈
Ｒ．Ｗｅｄｅｎｏｔｅ

ＵＴ ｛ρ∈Ｕ∞：ρρｃｆｏｒｅａｃｈｃ∈Ｒ｝
ＩｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅｔｈａｔＵＴｃｏｎｔａｉｎｓｐｌｅｎｔｙｏｆｗｅｉｇｈｔｓ，

ｓａｙ，１，ｅｔ，１＋１／（１＋ｔ２），１＋ ｜ｔ｜ｎｗｉｔｈｎ∈
Ｎ，ｅｔｃ．

Ｆｏｒρ∈ Ｕ∞， ｔｈｅ ｗｅｉｇｈｔｅｄ ｅｒｇｏｄｉｃ ｓｐａｃｅ
ＰＡＰ０（Ｒ，ρ）ｉｓｄｅｆｉｎｅｄｂｙ

ＰＡＰ０（Ｒ，ρ） ｛ｆ∈ＢＣ（Ｒ，Ｒ）：

ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
μ（Ｔ，ρ）∫

Ｔ

－Ｔ
｜ｆ（ｔ）｜ρ（ｔ）ｄｔ＝０｝

　　Ｌｅｍｍａ１［１４］　ＰＡＰ０（Ｒ，ρ）ｗｉｔｈρ∈ＵＴｉｓｔｒａｎｓ
ｌａｔｉｏｎｉｎｖａｒｉａｎｔ，ｉｅφ∈ＰＡＰ０（Ｒ，ρ）ａｎｄｓ∈Ｒｉｍ
ｐｌｙｔｈａｔφ（·－ｓ）∈ＰＡＰ０（Ｒ，ρ）．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ２［７］　Ｌｅｔρ∈Ｕ∞．Ａｆｕｎｃｔｉｏｎｆ∈ＢＣ
（Ｒ，Ｒ）ｉｓｃａｌｌｅｄｗｅｉｇｈｔｅｄωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ
（ｏｒρｐｓｅｕｄｏωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ）ｆｏｒｓｏｍｅω ＞
０，ｉｆｆｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓｆ＝ｆａｐ＋ｆｅ，ｗｈｅｒｅｆａｐ∈
ＡＰω（Ｒ），ａｎｄｆ

ｅ∈ＰＡＰ０（Ｒ，ρ）．ｆ
ａｐａｎｄｆｅａｒｅｃａｌｌｅｄ

ｔｈｅωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｃｏｍｐｏｎｅｎｔａｎｄｔｈｅｗｅｉｇｈｔｅｄｅｒｇｏｄ
ｉｃｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｏｆｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｆ．Ｄｅｎｏｔｅ
ｂｙＰＡＰω（Ｒ，ρ）ｔｈｅｓｅｔｏｆａｌｌｓｕｃｈｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ３　Ｌｅｔρ∈ Ｕ∞ ．Ａｆｕｎｃｔｉｏｎｇ∈
ＢＣ（Ｒ×Ｒ）ｉｓｃａｌｌｅｄｗｅｉｇｈｔｅｄｐｓｅｕｄｏωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ（ｏｒρｐｓｅｕｄｏωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ）ｉｎｔｕ
ｎｉｆｏｒｍｌｙｏｎＲ２，ｉｆｇｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓｇ＝ｇａｐ＋ｇｅ，

８５
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ｗｈｅｒｅｇａｐｉｓωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｉｎｔｕｎｉｆｏｒｍｌｙｆｏｒＲ２，ａｎｄ
ｆｏｒａｎｙｃｏｍｐａｃｔｓｅｔＷＲ２，ｇｅｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ，ｂｏｕｎｄｅｄ
ａｎｄｓａｔｉｓｆｉｅｓ

ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
μ（Ｔ，ρ）∫

Ｔ

－Ｔ
｜ｇｅ（ｔ，ｘ，ｙ）｜ρ（ｔ）ｄｔ＝０

ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｉｎ（ｘ，ｙ）∈Ｗ，ｇａｐａｎｄｇｅａｒｅｃａｌｌｅｄｔｈｅωａｎ
ｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｃｏｍｐｏｎｅｎｔａｎｄｔｈｅｗｅｉｇｈｔｅｄｅｒｇｏｄｉｃｐｅｒｔｕｒ
ｂａｔｉｏｎ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｏｆｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｇ．Ｄｅｎｏｔｅｂｙ
ＰＡＰ（Ｒ×Ｒ，Ｒ，ρ）ｔｈｅｓｅｔｏｆａｌｌｓｕｃｈｆｕｎｃｔｉｏｎｓ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ４　Ａｓｅｑｕｅｎｃｅｘ：Ｚ→ Ｒ，ｄｅｎｏｔｅｄ
ｂｙ｛ｘ（ｎ）｝，ｉｓｃａｌｌｅｄａωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｅｑｕｅｎｃｅｉｆｘ
（ｎ＋ω）＝－ｘ（ｎ）ｆｏｒａｌｌｎ∈Ｚ．Ｗｅｄｅｎｏｔｅｔｈｅｓｅｔｏｆ
ａｌｌｓｕｃｈｓｅｑｕｅｎｃｅｓｂｙＡＰωＳ（Ｒ）．

ＬｅｔＵｓ ｄｅｎｏｔｅ ｔｈｅ ｃｏｌｌｅｃｔｉｏｎ ｏｆｓｅｑｕｅｎｃｅｓ
（ｗｅｉｇｈｔｓ）Ｑ：Ｚ→（０，＋∞）．ＦｏｒＱ∈ＵｓａｎｄＴ∈Ｚ

＋

＝｛ｎ∈ Ｚ：ｎ≥ ０｝，ｓｅｔ

μｓ（Ｔ，Ｑ）＝∑
Ｔ

ｎ＝－Ｔ
Ｑ（ｎ）

　　Ｄｅｎｏｔｅ
Ｕｓ∞ ｛Ｑ∈Ｕｓ：ｌｉｍＮ→∞μｓ（Ｔ，Ｑ）＝∞｝

ａｎｄ
ＵｓＢ ｛Ｑ∈Ｕｓ∞：Ｑｉｓｂｏｕｎｄｅｄｗｉｔｈｉｎｆｎ∈ＺＱ（ｎ）＞０｝

　　ＬｅｔＱ１，Ｑ２∈ Ｕｓ∞，Ｑ１ｉｓｓａｉｄｔｏｂｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏ
Ｑ２，ｄｅｎｏｔｉｎｇｔｈｉｓａｓＱ１Ｑ２，ｉｆ｛Ｑ１（ｎ）／Ｑ２（ｎ）｝ｎ∈ｚ
∈ＵｓＢ．Ｔｈｅｎｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅｔｈａｔｉｓａｂｉｎａｒｙｅｑｕｉｖａ
ｌｅｎｃｅｒｅｌａｔｉｏｎｏｎＵｓ∞ ．ＬｅｔＱ∈Ｕｓ∞，ｋ∈Ｚ，ｄｅｆｉｎｅＱｋ
ｂｙＱｋ（ｎ）＝Ｑ（ｎ＋ｋ）ｆｏｒｎ∈Ｚ．Ｗｅｄｅｎｏｔｅ

ＵｓＴ ｛Ｑ∈Ｕｓ∞：ＱＱｋｆｏｒｅａｃｈｋ∈Ｚ｝
　　ＦｏｒＱ∈ Ｕｓ∞，ｔｈｅｗｅｉｇｈｔｅｄｅｒｇｏｄｉｃｓｅｑｕｅｎｃｅｓ
ｓｐａｃｅＰＡＰ０Ｓ（Ｒ，Ｑ）ｉｓｄｅｆｉｎｅｄｂｙ

ＰＡＰ０Ｓ（Ｒ，Ｑ）
　
　
ｘ：ｘ{ ｉｓｂｏｕｎｄｅｄｗｉｔｈ

ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
μｓ（Ｔ，Ｑ）∑

Ｔ

ｎ＝－Ｔ
｜ｘ（ｎ）｜Ｑ（ｎ）＞ }０

　　Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ５　ＬｅｔＱ∈ Ｕｓ∞．Ａｓｅｑｕｅｎｃｅｘ：Ｚ→
Ｒ，ｉｓｃａｌｌｅｄａｗｅｉｇｈｔｅｄｐｓｅｕｄｏωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｅ
ｑｕｅｎｃｅ（ｏｒＱｐｓｅｕｄｏωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｅｑｕｅｎｃｅ）ｉｆｘ
ｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓｘ（ｎ）＝ｘａｐ（ｎ）＋ｘｅ（ｎ），ｎ∈ Ｚ
ｗｈｅｒｅｘａｐ∈ＡＰωＳ（Ｒ），ａｎｄｘ

ｅ∈ＰＡＰ０Ｓ（Ｒ，Ｑ）．ｘ
ａｐ

ａｎｄｘｅａｒｅｃａｌｌｅｄｔｈｅωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｃｏｍｐｏｎｅｎｔａｎｄ
ｔｈｅｗｅｉｇｈｔｅｄｅｒｇｏｄｉｃｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｏｆｔｈｅ
ｓｅｑｕｅｎｃｅｘ．Ｄｅｎｏｔｅｔｈｅｓｅｔｏｆａｌｌｓｕｃｈｓｅｑｕｅｎｃｅｓｂｙ
ＰＡＰωＳ（Ｒ，Ｑ）．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２　 Ｉｆｆ∈ ＡＰω（Ｒ），ω∈ Ｚ＋，
ｔｈｅｎ｛ｆ（ｎ）｝ｎ∈Ｚ∈ＡＰωＳ（Ｒ）．

Ｌｅｍｍａ２　Ｉｆｆ∈ ＡＰω（Ｒ），ω∈ Ｚ
＋，ｌｅｔｈｎ ＝

∫
ｎ＋１

ｎ
ｆ（ｓ）ｄｓ，ｔｈｅｎ｛ｈｎ｝ｎ∈Ｚ∈ＡＰωＳ（Ｒ）．

Ｐｒｏｏｆ　Ｓｉｎｃｅｆ（ｔ）ｉｓａｎωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｆｕｎｃ
ｔｉｏｎ，ｔｈｅｎｆｏｒａｌｌｔ∈ Ｒ，ｗｅｈａｖｅｆ（ｔ＋ω）＋ｆ（ｔ）
＝０ａｎｄ

ｈｎ＋ω＋ｈｎ ＝∫
ｎ＋ω＋１

ｎ＋ω
ｆ（ｓ）ｄｓ＋∫

ｎ＋１

ｎ
ｆ（ｓ）ｄｓ＝

∫
ｎ＋１

ｎ
［ｆ（ｓ＋ω）＋ｆ（ｓ）］ｄｓ＝０

Ｆｒｏｍｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ｛ｈｎ｝ｎ∈Ｚｉｓａｎωａｎｔｉ
ｐｅｒｉｏｄｉｃｓｅｑｕｅｎｃｅ．ＴｈｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＬｅｍｍａ
２．

Ｌｅｍｍａ３　Ｌｅｔρ∈ＵＴ，ａｎｄｄｅｎｏｔｅ

Ｑ（ｎ）＝∫
ｎ＋１

ｎ
ρ（ｔ）ｄｔ，

ｆｏｒｎ∈Ｚ （４）
ＴｈｅｎＱ∈ ＵｓＴ．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｇｉｖｅｎｃ∈ Ｒ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔ
ｐｏｓｉｔｉｖｅｃｏｎｓｔａｎｔｓＣ１，Ｃ２ｓｕｃｈｔｈａｔ，ｆｏｒｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ
ｌａｒｇｅＴ，

Ｃ１μ（Ｔ＋ｃ，ρ）≤ μｓ（［Ｔ］，Ｑ）≤
Ｃ２μ（Ｔ＋ｃ，ρ） （５）

　　ＰｒｏｏｆＷｉｔｈｏｕｔｌｏｓｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｗｅａｓｓｕｍｅｔｈａｔ
ｃ≥ ０．Ｓｉｎｃｅρ∈ ＵＴ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓＭ ＞０ｓｕｃｈｔｈａｔ
ρｃ＋１（ｔ）≤ Ｍρ（ｔ）ａｎｄρ－（ｃ＋１）（ｔ）≤ Ｍρ（ｔ）ｆｏｒｔ∈
Ｒａｎｄ

μ（Ｔ－１，ρ）≤μｓ（［Ｔ］，Ｑ）＝

∫
［Ｔ］＋１

－［Ｔ］
ρ（ｔ）ｄｔ≤μ（Ｔ＋１＋ｃ，ρ） （６）

　　Ｎｏｔｉｃｅｔｈａｔ

μ（Ｔ＋ｃ，ρ）＝∫
Ｔ＋ｃ

－Ｔ－ｃ
ρ（ｔ）ｄｔ＝∫

Ｔ－１

－Ｔ－２ｃ－１
ρｃ＋１（ｔ）ｄｔ＝

∫
Ｔ－１

－Ｔ＋１
ρｃ＋１（ｔ）ｄｔ＋∫

－Ｔ＋１

－Ｔ－２ｃ－１
ρｃ＋１（ｔ）ｄｔ＝

∫
Ｔ－１

－Ｔ＋１
ρｃ＋１（ｔ）ｄｔ＋∫

－Ｔ＋２ｃ＋３

－Ｔ＋１
ρ－（ｃ＋１）（ｔ）ｄｔ

　　ＦｏｒＴ＞ｃ＋２，ｉｅ．，－Ｔ＋２ｃ＋３＜Ｔ－１，ｗｅ
ｔｈｅｎｔｈａｔ

μ（Ｔ＋ｃ，ρ）≤∫
Ｔ－１

－Ｔ＋１
Ｍρ（ｔ）ｄｔ＋∫

Ｔ－１

－Ｔ＋１
Ｍρ（ｔ）ｄｔ＝

２Ｍμ（Ｔ－１，ρ） （７）
Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓＭ′＞０ｓｕｃｈ
ｔｈａｔ，ｆｏｒＴｌａｒｇｅｅｎｏｕｇｈ，

μ（Ｔ＋１＋ｃ，ρ）≤Ｍ′μ（Ｔ＋ｃ，ρ） （８）
Ｔｈｕｓｂｙ（６）－（８），ｗｅｈａｖｅ
１
２Ｍμ（Ｔ＋ｃ，ρ）≤μｓ（［Ｔ］，Ｑ）≤Ｍ′μ（Ｔ＋ｃ，ρ）

ｆｏｒＴｌａｒｇｅｅｎｏｕｇｈ．Ｔｈｉｓｌｅａｄｓｔｏ（５），ａｎｄｆｒｏｍｗｈｉｃｈ
ｗｅｃａｎｇｅｔｅａｓｉｌｙｔｈａｔＱ∈ＵｓＴ．Ｔｈｅｐｒｏｏｆｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅ．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ３　ＰＡＰ０Ｓ（Ｒ，Ｑ）ｗｉｔｈＱ∈ ＵｓＴｉｓ

９５
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ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎｉｎｖａｒｉａｎｔ．
Ｐｒｏｏｆ　Ｌｅｔｘ∈ ＰＡＰ０Ｓ（Ｒ，Ｑ）．Ｗｉｔｈｏｕｔｌｏｓｓｏｆ

ｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ，ｗｅａｓｓｕｍｅｔｈａｔｋ＞０．Ｔｈａｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓ
Ｍ＞０ｓｕｃｈｔｈａｔＱｋ（ｎ）／Ｑ（ｎ）＜Ｍｆｏｒｎ∈ Ｚｓｉｎｃｅ
Ｑ∈ＵｓＴ．Ｌｅｔρ（ｔ）＝Ｑ（ｎ）ｆｏｒｔ∈［ｎ，ｎ＋１），ｎ

∈Ｚ．Ｔｈｅｎρ∈ＵＴａｎｄＱ（ｎ）＝∫
ｎ＋１

ｎ
ρ（ｔ）ｄｔｆｏｒｎ∈

Ｚ．ＮｏｗａｐｐｌｙｉｎｇＬｅｍｍａ３，ｗｅｃａｎｇｅｔｔｈａｔ

ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
μｓ（Ｔ，Ｑ）∑

Ｔ

ｎ＝－Ｔ
｜ｘ（ｎ－ｋ）｜Ｑ（ｎ）≤

ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
μｓ（Ｔ，Ｑ）∑

Ｔ＋ｋ

ｎ＝－（Ｔ＋ｋ）
｜ｘ（ｎ）｜Ｑｋ（ｎ）≤

ｌｉｍ
Ｔ→∞

μｓ（Ｔ＋ｋ，Ｑ）
μｓ（Ｔ，Ｑ）

·
１

μｓ（Ｔ＋ｋ，Ｑ）
·

∑
－Ｔ＋ｋ

ｎ＝－（Ｔ＋ｋ）
｜ｘ（ｎ）｜ＭＱ（ｎ）＝０

Ｔｈｉｓｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔ｛ｘ（ｎ－ｋ）｝ｎ∈Ｚ∈ ＰＡＰ０Ｓ（Ｒ，Ｑ）．
Ｔｈｅｐｒｏｏｆｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅ．

Ｌｅｍｍａ４　Ａｓｓｕｍｅｆ∈ＰＡＰωＳ（Ｒ，ρ），ω∈Ｚ
＋，

ｌｅｔｈｎ ＝∫
ｎ＋１

ｎ
ｆ（ｓ）ｄｓ，ｔｈｅｎ｛ｈｎ｝ｎ∈Ｚ∈ ＰＡＰωＳ（Ｒ，ρ）．

　　Ｐｒｏｏｆ　Ｌｅｔｆ＝ｆａｐ＋ｆｅ，ｗｈｅｒｅｆａｐｉｓωａｎｔｉｐｅｒｉ
ｏｄｉｃ，ａｎｄｆｅｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ，ｂｏｕｎｄｅｄａｎｄｓａｔｉｓｆｉｅｓ

ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
μ（Ｔ，ρ）∫

Ｔ

－Ｔ
ｆｅ（ｔ）ρ（ｔ）ｄｔ＝０

Ｉｔｉｓｃｌｅａｒｔｈａｔ｜ｈｎ｜≤‖ｆ‖ｆｏｒｎ∈Ｚａｎｄ

ｈａｐｎ ＝∫
ｎ＋１

ｎ
ｆａｐ（ｔ）ｄｔ

ｉｓωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃ．Ｌｅｔ

ｈｎ ＝ｈｎ－ｈ
ａｐ
ｎ ＝∫

ｎ＋１

ｎ
ｆｅ（ｔ）ｄｔ

ＦｏｒＴ∈ Ｚ＋，ｗｅｇｅｔ

∑
Ｔ

ｎ＝－Ｔ
｜ｈｅｎ｜Ｑ（ｎ）≤∑

Ｔ

ｎ＝－Ｔ
∫
ｎ＋１

ｎ ∫
ｎ＋１

ｎ
｜ｆｅ（ｓ）｜ｄｓρ（ｔ）ｄｔ＝

∑
Ｔ

ｎ＝－Ｔ
∫
ｎ＋１

ｎ ∫
ｎ＋１－ｔ

ｎ－ｔ
｜ｆｅ（ｓ＋ｔ）｜ρ（ｔ）ｄｔｄｓ≤

∑
Ｔ

ｎ＝－Ｔ
∫
１

－１∫
ｎ＋１

ｎ
｜ｆｅ（ｓ＋ｔ）｜ρ（ｔ）ｄｔｄｓ≤

∫
１

－１∫
Ｔ＋１

－Ｔ－１
｜ｆｅ（ｓ＋ｔ）｜ρ（ｔ）ｄｔｄｓ

ＦｏｒＴ∈Ｚ＋，ｓ∈ ［１，１］，ｌｅｔ

ΦＴ（ｓ）＝
１

μ（Ｔ＋１，ρ）∫
Ｔ＋１

－Ｔ－１
｜ｆｅ（ｓ＋ｔ）｜ρ（ｔ）ｄｔ

Ｔｈｅｎ｜ΦＴ（ｓ）｜＝‖ｆ
ｅ‖．ＦｒｏｍＬｅｍｍａ１，ｗｅｇｅｔ

ｌｉｍ
Ｔ→∞
ΦＴ（ｓ）＝０ｆｏｒｅａｃｈｓ∈［－１，１］．ＮｏｗｂｙＬｅｂｅｓ

ｇｕｅｄｏｍｉｎａｔｅｄｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｔｈｅｏｒｅｍａｎｄＬｅｍｍａ３，ｗｅ
ｏｂｔａｉｎ

ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
μｓ（Ｔ，Ｑ）∑

Ｔ

ｎ＝－Ｔ
｜ｈｅｎ｜Ｑ（ｎ）≤

ｌｉｍ
Ｔ→∞

μ（Ｔ＋１，ρ）
μｓ（Ｔ，Ｑ）∫

１

－１
ΦＴ（ｓ）ｄｓ＝０

Ｔｈａｔｉｓｈｅｎ∈ＰＡＰ０Ｓ（Ｒ，Ｑ），ａｎｄ｛ｈｎ｝ｎ∈Ｚ∈ＰＡＰωＳ（Ｒ，
ρ）．Ｔｈｅｐｒｏｏｆｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅ．

Ｌｅｍｍａ５［１１］　Ｌｅｔｘ：Ｒ→Ｒｉｓａｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｆｕｎｃ
ｔｉｏｎ，ａｎｄｗ（ｔ）＝ｘ（ｔ）＋ｐｘ（ｔ－１）．ｔｈｅｎ

｜ｘ（ｔ）｜≤ｅ－ａ（ｔ－ｔ０） ｓｕｐ
－１≤θ≤０

｜ｘ（ｔ０＋θ）｜＋

ｂｓｕｐ
ｔ０≤ｕ≤ｔ

｜ｗ（ｕ）｜，

ｔ≥ｔ０
Ｗｈｅｒｅ｜ｐ｜＜１，ａ＝ｌｏｇ（１／｜ｐ｜），ｂ＝１／（１－｜ｐ｜），
ｏｒ

｜ｘ（ｔ）｜≤ｅｌｏｇ｜ｐ｜（ｔ－ｔ０） ｓｕｐ
０≤θ≤１

｜ｘ（ｔ０＋θ）｜＋

ｂｓｕｐ
ｔ≤ｕ≤ｔ０

｜ｗ（ｕ＋１）｜，

ｔ≤ｔ０
Ｗｈｅｒｅ｜ｐ｜＞１，ｂ＝１／（｜ｐ｜－１）．

２　Ｍａｉｎｒｅｓｕｌｔｓ
Ｎｏｗ，ｗｅｃａｎｆｏｒｍｕｌａｔｅｏｕｒｍａｉｎｔｈｅｏｒｅｍｓ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ１　Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔ

ｐ≠１＋
ａ０－ａ１
２ ，｜ｐ｜＜１，

ａ０＋ａ１≠０，

（ｐ－１－ａ０）
２＋４（ｐ＋ａ１）≠










０

（９）

Ｔｈｅｎｆｏｒａｎｙｆ∈ ＰＡＰωＳ（Ｒ，ρ），ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ
ｈｏｌｄ：

（ｉ）Ｉｆω＝ｎ０∈ Ｚ
＋，Ｅｑ．（５）ｈａｓａｕｎｉｑｕｅρ

ｐｓｅｕｄｏωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｂｏｕｎｄｅｄｓｏｌｕｔｉｏｎ．

（ｉｉ）Ｉｆω＝
ｎ０
ｍ０
，ｎ０，ｍ０∈Ｚ

＋ａｎｄｎ０，ｍ０ａｒｅｍｕ

ｔｕａｌｌｙｐｒｉｍｅ，Ｅｑ．（５）ｈａｓａｕｎｉｑｕｅρｐｓｅｕｄｏｍω
ａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｂｏｕｎｄｅｄｓｏｌｕｔｉｏｎ，ｗｈｅｒｅｍ＝ｍ０ｉｆｍ０ｉｓ
ｏｄｄ，ｏｒｍ＝２ｍ０＋１ｉｆｍ０ｉｓｅｖｅｎ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ２　Ｓｕｐｐｏｓｅｔｈａｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ（Ｈ２）ａｎｄ
（９）ｈｏｌｄ．Ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓη ＞０，ｓｕｃｈｔｈａｔｉｆη＜
η，ｔｈａｔｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｈｏｌｄ：

（ｉ）Ｉｆω＝ｎ０∈ Ｚ
＋，Ｅｑ．（５）ｈａｓａｕｎｉｑｕｅρ

ｐｓｅｕｄｏωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｂｏｕｎｄｅｄｓｏｌｕｔｉｏｎ．

（ｉｉ）Ｉｆω＝
ｎ０
ｍ０
，ｎ０，ｍ０∈Ｚ

＋ａｎｄｎ０，ｍ０ａｒｅｍｕｔｕ

ａｌｌｙｐｒｉｍｅ，Ｅｑ．（５）ｈａｓａｕｎｉｑｕｅρｐｓｅｕｄｏｍωａｎ
ｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｂｏｕｎｄｅｄｓｏｌｕｔｉｏｎ，ｗｈｅｒｅｍ ＝ｍ０ｉｆｍ０ｉｓ
ｏｄｄ，ｏｒｍ＝２ｍ０＋１ｉｆｍ０ｉｓｅｖｅｎ．

０６
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３　 Ｐｒｏｏｆｓｏｆｔｈｅｏｒｅｍｓ
ＰｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ１　 （ｉ）Ｌｅｔｘ（ｔ）ｂｅａｓｏｌｕ

ｔｉｏｎｏｆＥｑ．（１）ｏｎＲ，ｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇ（１）ｆｒｏｍｎｔｏｔ，ｗｅ
ｈａｖｅｔｈａｔｆｏｒｎ≤ ｔ＜ｎ＋１，
［ｘ（ｔ）＋ｐｘ（ｔ－１）］＝［ｘ（ｎ）＋ｐｘ（ｎ－１）］＋

［ａ０ｘ（ｎ）＋ａ１ｘ（ｎ－１）］（ｔ－ｎ）＋∫
ｔ

ｎ
ｆ（ｓ）ｄｓ

（１０）
Ｉｎｖｉｅｗｏｆｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｏｆａｓｏｌｕｔｉｏｎａｔａｐｏｉｎｔ，ｗｅ
ｏｂｔａｉｎｔｈａｔｆｏｒｔ→（ｎ＋１）－０，

ｘ（ｎ＋１）＋（ｐ－１－ａ０）ｘ（ｎ）＋
（－ｐ－ａ１）ｘ（ｎ－１）＝ｈｎ （１１）

ｗｈｅｒｅｈｎ ＝∫
ｎ＋ｉ

ｎ
ｆ（ｓ）ｄｓ．

ＴｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｅｑｕａｔｉｏｎｏｆＥｑ．
（１１）ｉｓ

ｘ（ｎ＋１）＋（ｐ－１－ａ０）ｘ（ｎ）＋
（－ｐ－ａ１）ｘ（ｎ－１）＝０ （１２）

Ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ［１０］，ｗｅｓｅｅｋｔｈｅｐａｒｔｉｃｕｌａｒｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｓ
ｘ（ｎ）＝λｎｆｏｒｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎ（１２），
ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｏｆ
（１２）：

λ２＋（ｐ－１－ａ０）λ＋
（－ｐ－ａ１）＝０ （１３）

Ｅｑ．（１３）ｈａｓｔｗｏｎｏｎｔｒｉｖｉａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

λ１，２ ＝
－（ｐ－１－ａ０）

２ ±

（ｐ－１－ａ０）
２－４（－ｐ－ａ０槡 ）

２
Ｉｎｖｉｅｗｏｆ（９），ｗｅｈａｖｅｔｈａｔ｜λ１，２｜≠１ａｎｄλ１≠λ２，
ｔｈｅｎ

｛ｘ（ｎ）｝ｎ∈Ｚ ＝｛ｋ１λ
ｎ
１＋ｋ２λ

ｎ
２｝ｎ∈Ｚ （１４）

ｉｓｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆＥｑ．（１２），ｗｈｅｒｅｋ１，ｋ２ａｒｅ
ａｎｙｃｏｎｓｔａｎｔｓ．

Ｗｅｄｅｆｉｎｅａｓｅｑｕｅｎｃｅ｛ｃｎ｝ｂｙ

ｃｎ ＝

ｋ１∑ｍ≤ｎ－１
λｎ－（ｍ＋１）１ ｈｍ ＋ｋ２∑ｍ≤ｎ－１

λｎ－（ｍ＋１）２ ｈｍ，

｜λ１｜＜１，｜λ２｜＜１，

ｋ１∑ｍ≤ｎ－１
λｎ－（ｍ＋１）１ ｈｍ ＋ｋ２∑ｍ≥ｎ

λｎ－（ｍ＋１）２ ｈｍ，

｜λ１｜＜１，｜λ２｜＞１，

ｋ１∑ｍ≥ｎ
λｎ－（ｍ＋１）１ ｈｍ ＋ｋ２∑ｍ≤ｎ－１

λｎ－（ｍ＋１）２ ｈｍ，

｜λ１｜＞１，｜λ２｜＜１，

ｋ１∑ｍ≥ｎ
λｎ－（ｍ＋１）１ ｈｍ ＋ｋ２∑ｍ≥ｎ

λｎ－（ｍ＋１）２ ｈｍ，

｜λ１｜＞１，｜λ２｜＞





















１

（１５）

ｗｈｅｒｅｋ１，ｋ２ｗｉｌｌｂｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｌａｔｅｒ．ＷｅｐｕｔＥｑ．
（１５）ｉｎｔｏＥｑ（１１）ａｎｄｃｏｍｐａｒｅｔｈｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆ
ｈｎｓ．

Ｆｏｒ｜λ１｜＜１，｜λ２｜＜１，ｗｅｏｂｔａｉｎａｌｉｎｅａｒｓｙｓ
ｔｅｍｉｎｋ１ａｎｄｋ２

ｋ１λ１＋ｋ２λ２ ＝１＋ａ０－ｐ，
ｋ１＋ｋ２ ＝{ １　　　　　　

（１６）

Ｓｏｌｖｉｎｇｓｙｓｔｅｍ（１６），ｗｅｈａｖｅ

ｋ０１ ＝
１＋ａ０－ｐ－λ２
λ１－λ２

，

ｋ０２ ＝
１＋ａ０－ｐ－λ１
λ１－λ

{
２

Ｓｏ，ｔｈｅｓｅｑｕｅｎｃｅ｛^ｃｎ｝，ｄｅｆｉｎｅｄｂｙ

ｃ^ｎ ＝ｋ
０
１∑
ｍ≤ｎ－１

λｎ－（ｍ＋１）１ ｈｍ ＋

ｋ０２∑
ｍ≤ｎ－１

λｎ－（ｍ＋１）２ ｈｍ （１７）

ｉｓａｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎ（１１）．
Ｆｏｒｏｔｈｅｒｃａｓｅｓｗｅｃａｎｓｉｍｉｌａｒｌｙｗｒｉｔｅｏｕｔｔｈｅｅｘ

ｐｒｅｓｓｉｏｎｆｏｒｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＥｑ（１１）．
（ｉｉ）Ｓｉｎｃｅｆ∈ ＰＡＰωＳ（Ｒ，ρ），ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ

Ｌｅｍｍａ４ｔｈａｔ｛ｈｎ｝ｎ∈Ｚ∈ＰＡＰωＳ（Ｒ，Ｑ），ｓｏｔｈａｔ｛ｈｎ｝
ｃａｎｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓａｓｕｍ

ｈｎ ＝ｈ
ａｐ
ｎ ＋ｈ

ｅ
ｎ

ｗｈｅｒｅ｛ｈａｐｎ｝ｉｓａωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｅｑｕｅｎｃｅ，ａｎｄ｛ｈ
ｅ
ｎ｝

ｉｓｂｏｕｎｄｅｄａｎｄｓａｔｉｓｆｅｄ

ｌｉｍ
Ｎ→∞

１
μｓ（Ｔ，Ｑ）∑

Ｔ

ｎ＝－Ｔ
｜ｈｅｎ｜Ｑ（ｎ）＝０

Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅｔｈａｔ

ｃ^ｅｎ ＝ｋ
０
１∑
ｍ≤ｎ－１

λｎ－（ｍ＋１）１ ｈｅｍ ＋ｋ
０
２∑
ｍ≤ｎ－１

λｎ－（ｍ＋１）２ ｈｅｍ，ｎ∈Ｚ

ｉｓｂｏｕｎｄｅｄ．Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｓｈｏｗｔｈｅρｐｓｅｕｄｏωａｎｔｉｐｅ
ｒｉｏｄｉｃｐｅｒｉｏｄｉｃｉｔｙｏｆ｛^ｃｎ｝，ｉｔｓｕｆｆｉｃｅｓｔｏｐｒｏｖｅ

ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
μｓ（Ｔ，Ｑ）∑

Ｔ

ｎ＝－Ｔ
｜^ｃｅｎ｜Ｑ（ｎ）＝０

Ｉｎｄｅｅｄ，ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅｔｈａｔｆｏｒＴ∈ Ｚ＋，
１

μｓ（Ｔ，Ｑ）∑
Ｔ

ｎ＝－Ｔ
｜^ｃｅｎ｜Ｑ（ｎ）＝

１
μｓ（Ｔ，Ｑ）∑

Ｔ

ｎ＝－Ｔ
∑
ｎ－１

ｍ＝－∞
｜λ１｜

ｎ－ｍ－１·｜ｈｅｍ｜Ｑ（ｎ）＋

１
μｓ（Ｔ，Ｑ）∑

Ｔ

ｎ＝－Ｔ
∑
ｎ－１

ｍ＝－∞
｜λ２｜

ｎ－ｍ－１｜ｈｅｍ｜Ｑ（ｎ）＝

１
μｓ（Ｔ，Ｑ）∑

Ｔ

ｎ＝－Ｔ
∑
∞

ｍ＝０
｜λ１｜

ｍ｜ｈｅｎ－１－ｍ｜Ｑ（ｎ）＋

１
μｓ（Ｔ，Ｑ）∑

Ｔ

ｎ＝－Ｔ
∑
∞

ｍ＝０
｜λ２｜

ｍ｜ｈｅｎ－１－ｍ｜Ｑ（ｎ）＝

∑
∞

ｍ＝０
｜λ１｜

ｍ １
μｓ（Ｔ，Ｑ）∑

Ｔ

ｎ＝－Ｔ
｜ｈｅｎ－１－ｍ｜Ｑ（ｎ）＋

１６
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∑
∞

ｍ＝０
｜λ２｜

ｍ １
μｓ（Ｔ，Ｑ）∑

Ｔ

ｎ＝－Ｔ
｜ｈｅｎ－１－ｍ｜Ｑ（ｎ）

Ｆｏｒｍ∈Ｚ＋，ｌｅｔ

ΦＴ（ｍ）＝
１

μｓ（Ｔ，Ｑ）∑
Ｔ

ｎ＝－Ｔ
｜ｈｅｎ－１－ｍ｜Ｑ（ｎ）

ＦｒｏｍＰｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１，ｗｅｇｅｔ
ｌｉｍ
Ｔ→∞
ΦＴ（ｍ）＝０，

ΦＴ（ｍ）≤ｓｕｐｎ∈Ｚ｜ｈ
ｅ
ｎ｜＝Ｍ１，ｆｏｒｍ∈Ｚ

＋ （１８）

Ｇｉｖｅｎε＞０，ｉｔｉｓｃｌｅａｒｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎｉｎｔｅｇｅｒ
Ｋ＞０ｓｕｃｈｔｈａｔ

∑
∞

ｍ＝Ｋ＋１
｜λ１｜

ｍ ＜εａｎｄ∑
∞

ｍ＝Ｋ＋１
｜λ２｜

ｍ ＜ε（１９）

Ｔｈｅｎｂｙ（１８），ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓＴ０＞０ｓｕｃｈｔｈａｔｆｏｒＴ＞
Ｔ０，

ΦＴ（ｍ）＜
ε
Ｋ＋１

ｆｏｒ０≤ｍ≤Ｋ （２０）
Ｎｏｗｂｙ（１８） －（２０），ｆｏｒＴ＞Ｔ０ｗｅｈａｖｅ

１
μｓ（Ｔ，Ｑ）∑

Ｔ

ｎ＝－Ｔ
｜^ｃｅｎ｜Ｑ（ｎ）＝

∑
Ｋ

ｍ＝０
｜λ１｜

ｍΦＴ（ｍ）＋

∑
∞

ｍ＝Ｋ＋１
｜λ１｜

ｍΦＴ（ｍ）＋∑
Ｋ

ｍ＝０
｜λ１｜

ｍΦＴ（ｍ）＋

∑
∞

ｍ＝Ｋ＋１
｜λ２｜

ｍΦＴ（ｍ）≤

２（Ｋ＋１） ε
Ｋ＋１＋２Ｍ１ ＝２（１＋Ｍ１）ε

ｗｈｉｃｈｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔ｛^ｃｅｎ｝ｎ∈Ｚ∈ＰＡＰ０（Ｒ，Ｑ）ｆｏｒ｜λ１｜＜
１，｜λ２｜＜１．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅｃａｎｇｅｔｔｈａｔ｛^ｃ

ｅ
ｎ｝ｎ∈Ｚ∈

ＰＡＰ０（Ｒ，Ｑ）ｆｏｒ｜λ１｜＜１，｜λ２｜＞１ｏｒ｜λ１｜＞１，
｜λ２｜＜１ｏｒ｜λ１｜＞１，｜λ２｜＞１．

（ｉｉｉ）Ｌｅｔφ（ｓ），－１≤ ｓ≤０，ｂｅａｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｓａｔｉｓｆｙｉｎｇφ（－１）＝ｃ^－１，φ

１（０）＝ｃ^０．Ｗｅｄｅ
ｆｉｎｅｘ（ｔ）ｓｔｅｐｂｙｓｔｅｐａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

ｘ（ｔ）＝－ｐｘ（ｔ－１）＋（^ｃｎ＋ｐ^ｃｎ－１）＋

［ａ０^ｃｎ＋ａ１^ｃｎ－１］（ｔ－ｎ）＋∫
ｔ

ｎ
ｆ（ｓ）ｄｓ

（ｎ≤ｔ＜ｎ＋１）
ｗｉｔｈｘ（ｓ）＝φ（ｓ），－１≤ｓ≤０．
Ｉｔｉｓｅａｓｉｌｙｓｅｅｎｔｈａｔｘ（ｔ）ｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ，ｘ（ｎ）＝ｃ^ｎ，
ｎ∈Ｚａｎｄｓａｔｉｓｆｉｅｓ

［ｘ（ｔ）＋ｐｘ（ｔ－１）］′＝
ａ０（ｘ［ｔ］）＋ａ１ｘ（［ｔ－１］）＋ｆ（ｔ） （２１）

　　Ｌｅｔｗ（ｔ）＝ｘ（ｔ）＋ｐｘ（ｔ－１），ｗｅｃｌａｉｍｔｈａｔｗ（ｔ）∈
ＰＡＰ０（Ｒ，Ｑ）．Ｌｅｔｆ＝ｆ

ａｐ＋ｆｅ，ｗｈｅｒｅｆａｐ∈ＡＰω（Ｒ），

ｆｅ∈ＰＡＰ０（Ｒ，ρ），ｌｅｔ
ｗａｐ（ｔ）＝（^ｃａｐｎ ＋ｐ^ｃ

ａｐ
ｎ－１）＋

［（ａ０^ｃ
ａｐ
ｎ ＋ａ１^ｃ

ａｐ
ｎ－１）］（ｔ－ｎ）＋∫

ｔ

ｎ
ｆａｐ（ｓ）ｄｓ，

ｗｅ（ｔ）＝ｗ（ｔ）－ｗａｐ（ｔ）＝（^ｃｅｎ＋ｐ^ｃ
ｅ
ｎ－１）＋

［（ａ０^ｃ
ｅ
ｎ＋ａ１^ｃ

ｅ
ｎ－１）］（ｔ－ｎ）＋∫

ｔ

ｎ
ｆｅ（ｓ）ｄｓ

Ｗｅｈａｖｅ
｜ｗａｐ（ｔ＋ω）＋ｗａｐ（ｔ）｜＝ ［^ｃａｐｎ＋ω＋ｐ^ｃ

ａｐ
ｎ＋ω－１］＋

［ｃａｐｎ ＋ｐｃ
ａｐ
ｎ－１］＋［ａ０ｃｎ＋ω＋ａ１ｃｎ＋ω－１］（ｔ－ｎ）＋

［ａ０ｃｎ＋ａ１ｃｎ－１］（ｔ－ｎ）＋∫
ｔ＋ω

ｎ＋ω
ｆａｐ（ｓ）ｄｓ＋∫

ｔ

ｎ
ｆａｐ（ｓ）ｄｓ＝

（^ｃａｐｎ＋ω＋ｃ^
ａｐ
ｎ）＋ｐ（^ｃ

ａｐ
ｎ＋ω－１＋ｃ^

ａｐ
ｎ－１）＋

ａ０（ｃｎ＋ω＋ｃｎ）（ｔ－ｎ）＋ａ１［ｃｎ＋ω－１ｎ＋ｃｎ－１］＋

∫
ｔ

ｎ
［ｆａｐ（ｓ＋ω）＋ｆａｐ（ｓ）］ｄｓ＝０

Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｔｈａｔｗａｐ（ｔ）ｉｓωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄ
ｉｃ．Ｄｅｎｏｔｅ
ηｎ ＝｜^ｃ

ｅ
ｎ｜＋｜ｐ^ｃ

ｅ
ｎ－１｜＋｜ａ０^ｃ

ｅ
ｎ｜＋｜ａ１^ｃ

ｅ
ｎ－１｜

Ｔｈｅｎ｛ηｎ｝∈ＰＡＰ０（Ｒ，Ｑ）．Ｂｙａｎａｒｇｕｍｅｎｔｔｈｅｓａｍｅ
ａｓｔｈｅｐｒｏｏｆＬｅｍｍａ４ｗｅｇｅｔｔｈａｔ

∫
ｎ＋１

ｎ
｜ｆｅ（ｓ）｜ｄ{ }ｓ∈ＰＡＰ０（Ｒ，Ｑ）

Ｍｅａｎｗｈｉｌｅ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍＬｅｍｍａ３ｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓ
ｓｏｍｅＭ ＞０ｓｕｃｈｔｈａｔμｓ （［Ｔ］ ＋１，Ｑ）≤
Ｍμ（Ｔ，ρ）ｆｏｒＴｌａｒｇｅｅｎｏｕｇｈ．ＴｈｅｎｆｏｒＴｌａｒｇｅｅ
ｎｏｕｇｈｗｅｈａｖｅ

１
μ（Ｔ，ρ）∫

Ｔ

－Ｔ
｜ｗｅ（ｔ）ρ（ｔ）｜ｄｔ≤ １

μ（Ｔ，ρ）

∑
［Ｔ］

ｎ＝－［Ｔ］－１
∫
ｎ＋１

ｎ
｜ｗｅ（ｔ）｜ρ（ｔ）ｄｔ≤ Ｍ

μｓ（［Ｔ］＋１，Ｑ）
·

∑
［Ｔ］＋１

ｎ＝－［Ｔ］－１
∫
ｎ＋１

ｎ
（ηｎ＋∫

ｎ＋１

ｎ
｜ｆｅ（ｓ）｜ｄｓ）ρ（ｔ）ｄｔ＝

Ｍ
μｓ（［Ｔ］＋１，Ｑ）

·

∑
［Ｔ］

ｎ＝－［Ｔ］－１
（ηｎ＋∫

ｎ＋１

ｎ
｜ｆｅ（ｓ）｜ｄｓ）Ｑ（ｎ）→０，

ａｓ　Ｔ→∞
Ｔｈｉｓｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｗｅ∈ ＰＡＰ０（Ｒ，ρ），ａｎｄｈｅｎｃｅ

ｗ∈ＰＡＰω（Ｒ，ρ）．
Ｎｅｘｔｗｅｅｘｐｒｅｓｓｘｉｎｔｅｒｍｓｏｆｗａｎｄｔｈｅｎｐｒｏｖｅ

ｔｈａｔｘ∈ＰＡＰω（Ｒ，ρ）．Ｆｒｏｍ
ｗ（ｔ）＝ｘ（ｔ）＋ｐｘ（ｔ－１），

　　Ｏｎｅｈａｓｆｏｒａｌｌｎ∈Ｚ＋

ｘ（ｔ－ｎ）＝ｗ（ｔ－ｎ）－ｐｘ（ｔ－ｎ－１） （２２）
ｈｅｎｃｅ，

ｎ∈Ｚ＋，（－ｐ）ｎｘ（ｔ－ｎ）＝

２６
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（－ｐ）ｎｗ（ｔ－ｎ）＋（－ｐ）ｎ＋１ｘ（ｔ－ｎ－１）
Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓ

ｘ（ｔ）＝∑
ｎ

ｋ＝０
（－ｐ）ｋｗ（ｔ－ｋ）＋（－ｐ）ｎ＋１ｘ（ｔ－ｎ－１）

Ｓｉｎｃｅ｜ｐ｜＜１ａｎｄｘｉｓｂｏｕｎｄｅｄ，ｔｈｅｎ（－ｐ）ｎ＋１ｘ（ｔ－
ｎ－１）→０ａｓｎ→ ＋∞，ａｎｄ

ｘ（ｔ）＝∑
＋∞

ｋ＝０
（－ｐ）ｋｗ（ｔ－ｋ）

Ｃｏｎｖｅｒｓｅｌｙ，ｉｆｗｅｐｕｔ

ｘ（ｔ）＝∑
＋∞

ｋ＝０
（－ｐ）ｋｗ（ｔ－ｋ）

ｘｉｓｗｅｌｌｄｅｆｉｎｅｄａｎｄｗｉｓｂｏｕｎｄｅｄａｎｄ｜ｐ｜＜１，ｘｉｓ
ｂｏｕｎｄｅｄｗｉｔｈ｜ｘ（ｔ）｜≤ ‖ｗ（ｔ）‖∞／（１－｜ｐ｜），
ｍｏｒｅｏｖｅｒｏｎｅｈａｓ

ｘ（ｔ）＋ｐｘ（ｔ－１）＝∑
＋∞

ｋ＝０
（－ｐ）ｋｗ（ｔ－ｋ）－

∑
＋∞

ｋ＝０
（－ｐ）ｋ＋１ｗ（ｔ－ｋ－１）＝ｗ（ｔ）

Ｆｏｒ｜ｐ｜＜１，ｒｅｗｒｉｔｉｎｇ（２２）ａｓ
－１( )ｐ

ｎ
ｘ（ｔ＋ｎ）＝ －１( )ｐ

ｎ＋１
ｗ（ｔ＋ｎ＋１）＋

（－１）ｎ

ｐｎ＋１
ｘ（ｔ－ｎ－１）

ｗｅｄｅｄｕｃｅｉｎａｓｉｍｉｌａｒｍａｎｎｅｒｔｈａｔ

ｘ（ｔ）＝∑
＋∞

ｎ＝０

（－１）ｎ

ｐｎ＋１
ω（ｔ＋ｎ＋１）

Ｉｆ｜ｐ｜＜１，ｇｉｖｅｎε＞０，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎｉｎｔｅｇｅｒＫ＞
０ｓｕｃｈｔｈａｔ

∑
∞

ｎ＝Ｋ＋１
｜ｐ｜ｎ ＜ε （２３）

Ｌｅｔ

ｘａｐ（ｔ）＝∑
∞

ｎ＝０
（－ｐ）ｎωａｐ（ｔ－ｎ），

ｘｅ（ｔ）＝ｘ（ｔ）－ｘａｐ（ｔ）＝∑
∞

ｎ＝０
（－ｐ）ｎωｅ（ｔ－ｎ）

　　Ｂｙａｓｔａｎｄａｒｄａｒｇｕｍｅｎｔｗｅｃａｎｇｅｔｔｈａｔｘａｐ∈
ＡＰω（Ｒ）．ＳｉｎｃｅＰＡＰ０（Ｒ，ρ）ｗｉｔｈρ∈ ＵＴｉｓｔｒａｎｓｌａ
ｔｉｏｎｉｎｖａｒｉａｎｔ，ｎａｍｅｌｙφ∈ＰＡＰ０（Ｒ，ρ）ａｎｄｓ∈Ｒｉｍ
ｐｌｙｔｈａｔφ（·－ｓ）∈ＰＡＰ０（Ｒ，ρ）（ｓｅｅ［１４，Ｌｅｍｍａ
４１］），ｗｅｇｅｔｔｈａｔｗｅ（·－ｎ）∈ＰＡＰ０（Ｒ，ρ）ｆｏｒｎ∈
Ｚ＋．ＳｏｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓＴ０＞０ｓｕｃｈｔｈａｔｆｏｒＴ＞Ｔ０，

１
μ（Ｔ，ρ）∫

Ｔ

－Ｔ
｜ｗｅ（ｔ－ｎ）｜ρ（ｔ）ｄｔ＜ ε

Ｋ＋１，

ｆｏｒ０≤ｎ≤Ｋ （２４）
Ｎｏｗｂｙ（２３）ａｎｄ（２４），ｆｏｒＴ＞Ｔ０，

１
μ（Ｔ，ρ）∫

Ｔ

－Ｔ
｜ｘｅ（ｔ）ρ（ｔ）｜ｄｔ≤

１
μ（Ｔ，ρ）∫

Ｔ

－Ｔ∑
∞

ｎ＝０
｜ｐ｜ｎ｜ｗｅ（ｔ－ｎ）｜ρ（ｔ）ｄｔ＝

１
μ（Ｔ，ρ）∫

Ｔ

－Ｔ∑
Ｋ

ｎ＝０
｜ｐ｜ｎ｜ｗｅ（ｔ－ｎ）｜ρ（ｔ）ｄｔ＋

１
μ（Ｔ，ρ）∫

Ｔ

－Ｔ∑
∞

ｎ＝Ｋ＋１
｜ｐ｜ｎ｜ｗｅ（ｔ－ｎ）｜ρ（ｔ）ｄｔ≤

∑
Ｋ

ｎ＝０

１
μ（Ｔ，ρ）∫

Ｔ

－Ｔ
｜ｐ｜ｎ｜ｗｅ（ｔ－ｎ）｜ρ（ｔ）ｄｔ＋εｗｅ≤

（Ｋ＋１） ε
Ｋ＋１＋εｗ

ｅ＝（１＋ｗｅ）ε

Ｔｈｉｓｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｘｅ∈ＰＡＰ０（Ｒ，ρ），ａｎｄｘ∈ＰＡＰω（Ｒ，ρ）．
　　Ｉｆ｜ｐ｜＞１，ｌｅｔ

ｘａｐ（ｔ）＝∑
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ

ｐｎ＋１
ｗａｐ（ｔ＋ｎ＋１），

ｘｅ（ｔ）＝ｘ（ｔ）－ｘａｐ ＝∑
∞

ｎ＝０

（－１）ｎ

ｐｎ＋１
ｗｅ（ｔ＋ｎ＋１）

Ｓｉｍｉｌａｒｌｙｔｏｔｈｅａｂｏｖｅ，ｗｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈａｔｘ∈
ＰＡＰω（Ｒ，ρ）．

（ｉｖ）Ｉｆ珋ｘ（ｔ）ｉｓａｎｏｔｈｅｒρｐｓｅｕｄｏωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＥｑ．（１），ｔｈｅｎ珋ｘ（ｔ）－ｘ（ｔ）ｉｓａρｐｓｅｕｄｏ
ωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｈｏｍｏｇｅ
ｎｅｏｕｓｅｑｕａｔｉｏｎ．Ｔｈｕｓ，｛珋ｘ（ｎ）－ｘ（ｎ）｝ｎ∈Ｚｉｓａｓｏｌｕ
ｔｉｏｎｏｆｔｈｅｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎ（１２）．
Ｈｅｎｃｅ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｋ１，ｋ２ｓｕｃｈｔｈａｔ

珋ｘ（ｎ）－ｘ（ｎ）＝ｋ１λ
ｎ
１＋ｋ２λ

ｎ
２，ｎ∈Ｚ

Ｆｒｏｍｔｈｅｂｏｕｎｄｅｄｎｅｓｓｏｆｔｈｅρｐｓｅｕｄｏωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ珋ｘ（ｎ）－ｘ（ｎ）≡０，ｎ∈Ｚ．Ａｔ
ｔｈｉｓｔｉｍｅ，珋ｘ（ｔ）－ｘ（ｔ）ｓａｔｉｓｆｉｅｓ
｜珋ｘ（ｔ）－ｘ（ｔ）｜＋ｐ［珋ｘ（ｔ－１）－ｘ（ｔ－１）］＝０，

ｔ∈Ｒ
Ｃｌｅａｒｌｙ，ｗｅｈａｖｅ

珋ｘ（ｔ０－ｎ）－ｘ（ｔ０－ｎ）＝
（－１）ｎ

ｐｎ
［珋ｘ（ｔ０）－ｘ（ｔ０）］，ｔ０∈Ｒ，ｎ∈Ｚ

＋

Ｆｒｏｍｔｈｅｂｏｕｎｄｅｄｎｅｓｓｏｆｔｈｅρｐｓｅｕｄｏωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ

珋ｘ（ｔ）≡ｘ（ｔ），ｔ∈Ｒ
Ｔｈｉｓｍｅａｎｓｔｈａｔｔｈｅρｐｓｅｕｄｏωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｏｆＥｑ．（１）ｉｓｕｎｉｑｕｅ．

（ｖ）Ｉｆｆ（ｔ）ｉｓρｐｓｅｕｄｏωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃａｎｄω＝
ｎ０／ｍ０，ｎ０，ｍ０∈Ｚ

＋，ｔｈｅｎｔｈｅｓｅｑｕｅｎｃｅ｛ｈｎ｝ｎ∈Ｚｉｓρ
ｐｓｅｕｄｏｍωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｂｏｕｎｄｅｄｓｅｑｕｅｎｃｅ，ｗｈｅｒｅｍ
＝ｍ０ｉｆｍ０ｉｓｏｄｄ，ｏｒｍ＝２ｍ０＋１ｉｆｍ０ｉｓｅｖｅｎ．Ａｔ
ｔｈｉｓｔｉｍｅ，ｔｈｅｓｅｑｕｅｎｃｅ｛^ｃｎ｝ｄｅｆｉｎｅｄｂｙＥｑ．（１７）ｉｓ
ａｌｓｏρｐｓｅｕｄｏｍωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｂｏｕｎｄｅｄｓｅｑｕｅｎｃｅ．
Ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｓｔｅｐ（ｉｖ），ｗｅｃａｎｅａｓｉｌｙｐｒｏｖｅｔｈａｔＥｑ．（１）

３６
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ｐｏｓｓｅｓｓｅｓａρｐｓｅｕｄｏｍωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｂｏｕｎｄｅｄｓｏｌｕ
ｔｉｏｎ．ＴｈｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ１．

ＰｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ２　 （ｉ）Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅｎｔｈａｔ
ｔｈｅｓｐａｃｅＰＡＰω（Ｒ，ρ）ｉｓａＢａｎａｃｈｓｐａｃｅｗｉｔｈｓｕｐｒｅ
ｍｕｍｎｏｒｍ‖φ‖ ＝ｓｕｐｔ∈Ｒ｜φ（ｔ）｜．Ｆｏｒａｎｙφ∈
ＰＡＰω（Ｒ，ρ），ｕｓｉｎｇｂｏｔｈ（Ｈ２）ａｎｄｔｈｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｉｎＰＡＰ０（Ｒ，ρ）（ｓｅｅＤｉａｇａｎａ

［１９］），ｉｔｆｏｌｌｏｗｓ
ｔｈａｔｇ（ｔ，φ（ｔ），φ（［ｔ］））∈ＰＡＰω（Ｒ，ρ）．

Ｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎ：
［ｘ（ｔ）＋ｐｘ（ｔ－１）］′＝

ａ０（ｘ［ｔ］）＋ａ１ｘ（［ｔ－１］）＋ｇ（ｔ，φ（ｔ），φ（［ｔ］））

（２５）
ＦｒｏｍＴｈｅｏｒｅｍ１，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔｆｏｒａｎｙφ∈ＰＡＰω（Ｒ，
ρ），Ｅｑ．（２５）ｈａｓａｕｎｉｑｕｅｗｅｉｇｈｔｅｄｐｓｅｕｄｏａｎｔｉω
ｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎ，ｄｅｎｏｔｅｂｙＪφ．Ｔｈｕｓ，ｗｅｏｂｔａｉｎａ
ｍａｐｐｉｎｇＪ：φ→ｘφ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔＪｉｓａｍａｐｐｉｎｇｆｒｏｍ
ＰＡＰω（Ｒ，ρ）ｉｎｔｏｉｔｓｅｌｆ．Ｆｏｒａｎｙφ，ψ∈ ＰＡＰω（Ｒ，
ρ），Ｊφ－Ｊψｓａｔｉｓｆｉｅｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｑｕａｔｉｏｎ：

［ｚ（ｔ）＋ｐｚ（ｔ－１）］′＝
ａ０（ｚ［ｔ］）＋ａ１ｚ（［ｔ－１］）＋

ｇ（ｔ，φ（ｔ），φ（［ｔ］））－ｇ（ｔ，ψ（ｔ），ψ（［ｔ］））
ＳｉｎｃｅＪφａｎｄＪψａｒｅρｐｓｅｕｄｏωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃ，ｔｈｅｒｅ
ｅｘｉｓｔｓａｃｏｎｓｔａｎｔＢ＞０ｓｕｃｈｔｈａｔ｜Ｊφ｜，｜Ｊψ｜≤Ｂ．
　　Ｓｅｔｔｉｎｇ珓ｃｎ ＝（Ｊφ）（ｎ）－（Ｊψ）（ｎ），ｔｈｅｎｗｅ
ｈａｖｅ
珓ｃｎ＋１＋（ｐ－１－ａ０）珓ｃｎ＋（－ｐ－ａ１）珓ｃｎ－１ ＝Ｈｎ

ｗｈｅｒｅ

Ｈｎ ＝∫
ｎ＋１

ｎ
［ｇ（ｓ，φ（ｓ），φ（［ｓ］）－

ｇ（ｓ，ψ（ｓ），ψ（［ｓ］）］ｄｓ
ＦｒｏｍｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｔｈｅＴｈｅｏｒｅｍ１，ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔｔｈｅｒｅ
ｅｘｉｓｔｋ１，ｋ２ ｓｕｃｈｔｈａｔ
珓ｃｎ ＝ｋ１∑

ｍ≤ｎ－１
λｎ－（ｍ＋１）１ Ｈｍ ＋ｋ２∑

ｍ≤ｎ－１
λｎ－（ｍ＋１）２ Ｈｍ

ＴｈｉｓｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓＫ０＞０，ｓｕｃｈｔｈａｔ
（Ｊφ）（ｎ）－（Ｊψ）（ｎ） ＝

Ｋ０ｓｕｐｎ∈Ｚ｜Ｈｎ｜≤Ｋ０η｜φ－ψ｜，

ｎ∈Ｚ
Ｌｅｔ
Ｈ（ｔ）＝（珓ｃｎ＋ｐ珓ｃｎ－１）＋［ａ０珓ｃｎ＋ａ１珓ｃｎ－１］（ｔ－ｎ）＋

∫
ｔ

ｎ
［ｇ（ｓ，φ（ｓ），φ（［ｓ］）－ｇ（ｓ，ψ（ｓ），ψ（［ｓ］）］ｄｓ，

（ｎ≤ｔ＜ｎ＋１）
ＴｈｕｓｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓＫ１＞０ｓｕｃｈｔｈａｔ

｜Ｈ（ｔ）｜≤Ｋ１η｜φ－ψ｜

Ｗｅｅａｓｉｌｙｃｏｎｃｌｕｄｅｔｈａｔ
（Ｊφ）（ｔ）－（Ｊψ）（ｔ）＋

ｐ［（Ｊφ）（ｔ－１）－（Ｊψ）（ｔ－１）］＝Ｈ（ｔ）
Ｗｅｔｙｐｉｃａｌｌｙｃｏｎｓｉｄｅｒｔｈｅｃａｓｅｗｈｅｎ｜ｐ｜＜１．Ｕｓｉｎｇ
Ｌｅｍｍａ５，ｗｅｈａｖｅ

｜（Ｊφ）（ｔ）－（Ｊψ）（ｔ）｜≤
ｅ－ａ（ｔ－ｔ０） ｌｉｍ

－１≤θ≤０
｜（Ｊφ）（ｔ０＋θ）－（Ｊψ）（ｔ０＋θ）｜＋

ｂｓｕｐ
ｔ０≤ｕ≤ｔ

｜Ｈ（ｕ）｜≤

ｅ－ａ（ｔ－ｔ０）２Ｂ＋ｂＫ１η｜φ－ψ｜，ｔ≥ｔ０
ｗｈｅｒｅａ＝ｌｏｇ（１／｜ｐ｜），ｂ＝１／（１－｜ｐ｜）．Ｓｅｔｔｉｎｇｔ０
→∞，ｗｅｏｂｔａｉｎ

｜Ｊφ－Ｊψ｜≤ｂＫ１η｜φ－ψ｜
Ｈｅｎｃｅ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓη ＞０，ｓｕｃｈｔｈａｔｉｆ０≤ η＜
η，Ｊ：ＰＡＰω（Ｒ，ρ） → ＰＡＰω（Ｒ，ρ） ｉｓｃｏｎｔｒａｃｔｉｎｇ
ｍａｐｐｉｎｇ．Ｔｈｉｓｉｍｐｌｉｅｓｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓφ∈ＰＡＰω（Ｒ，
ρ）ｓｕｃｈｔｈａｔＪφ＝φｔｈａｔｉｓ，Ｅｑ．（１）ｈａｓａｕｎｉｑｕｅρ
ｐｓｅｕｄｏωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎ．

（ｉｉ）Ｉｆω＝（ｎ０／ｍ０）（ｎ０，ｍ０∈Ｚ
＋）ａｎｄｇｉｓρ

ｐｓｅｕｄｏωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｉｎｔ，ｔｈｅｎｇ（ｔ，φ（ｔ），φ（［ｔ］））
ｉｓａρｐｓｅｕｄｏｍ０ωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｆｏｒａｎｙφ∈
ＰＡＰｍ０ω（Ｒ，ρ）．Ａｔｔｈｉｓｔｉｍｅ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔＥｑ．（２５）
ｈａｓａｕｎｉｑｕｅρｐｓｅｕｄｏｍ０ωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎＪφ
ｂｙｕｓｉｎｇＴｈｅｏｒｅｍ１．Ｓｉｍｉｌａｒｌｙ，ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘ
ｉｓｔｓη ＞０ｓｕｃｈｔｈａｔｉｆ０≤η＜η，Ｅｑ．（１）ｈａｓａ
ｕｎｉｑｕｅρｐｓｅｕｄｏｍ０ ωａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｔｈｉｓ
ｃｏｍｐｌｅｔｅｓｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＴｈｅｏｒｅｍ２．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ：

［１］　ＯＫＯＣＨＩＨ．Ｏｎｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒａｂｓｔｒａｃｔｐａｒａｂｏｌｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＪＭａｔｈＳｏｃ
Ｊａｐａｎ，１９８８，４０（３）：５４１－５５３．

［２］　ＡＩＺＩＣＯＶＩＣＩＳ，ＭＣＫＩＢＢＥＮＭ，ＲＥＩＣＨＳ．Ａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏｎｏｎｍｏｎｏｔｏｎｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｄｉｓｃｏｎ
ｔｉｎｕｏｕｓｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｉｅｓ［Ｊ］．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＡｎａｌ，２００１，４３：
２３３－２５１．

［３］　ＣＨＥＮＹ，ＮＩＥＴＯＪＪ，ＯＲＥＧＡＮＤ．Ａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕ
ｔｉｏｎｓｆｏｒｆｕｌｌｙｎｏｎｌｉｎｅａｒｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ
［Ｊ］．ＭａｔｈＣｏｍｐｕｔＭｏｄｅｌ，２００７，４６：１１８３－１１９０．

［４］　ＣＨＥＮＴ，ＬＩＵＷ，ＺＨＡＮＧＪ，ｅｔａｌ．Ｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆａｎ
ｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒＬｉｎａｒｄｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＪＭａｔｈ
Ｓｔｕｄｙ，２００７，４０：１８７－１９５（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）．

［５］　ＺＨＡＮＧＣＹ．Ｐｓｅｕｄｏａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｓｏｍｅ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＪＭａｔｈＡｎａｌＡｐｐｌ，１９９４，
１８１：６２－７６．

［６］　ＺｈＡＮＧＣＹ．Ｐｓｅｕｄｏａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｓｏｍｅ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓＩＩ［Ｊ］．ＪＭａｔｈＡｎａｌＡｐｐｌ，１９９５，

４６



　第３期 林全文等：具有分段常变量的中立型微分方程加权伪反周期解的存在性

１９２（２）：５４３－５６１．
［７］　ＤＩＡＧＡＮＡＴ．Ｗｅｉｇｈｔｅｄｐｓｅｕｄｏａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

ａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＣＲＡｃａｄＳｃｉＰａｒｉｓ，ＳｅｒＩ，２００６，
３４３（１０）：６４３－６４６．

［８］　ＡｌＩＳＬＡＭＮＳ，ＡＬＳＵＬＡＭＩＳＭ，ＤＩＡＧＡＮＡＴ．Ｅｘｉｓｔ
ｅｎｃｅｏｆｗｅｉｇｈｔｅｄｐｓｅｕｄｏａｎｔｉｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｔｏｓｏｍｅ
ｎｏｎａｕｔｏｎｏｍｏｕｓｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ａｐｐｌｉｅｄ
ＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，２０１２，２１８：６５３６－
６５４８．

［９］　ＢＵＳＥＮＢＥＲＧＳ，ＣＯＯＫＫＬ．Ｍｏｄｅｌｓｏｆｖｅｒｔｉｃａｌｌｙｔｒａｎｓ
ｍｉｔｔｅｄ ｄｉｓｅａｓｅｓｗｉｔｈ ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｄｙｎａｍｉｃｓ
［Ｍ］∥ＬＡＫＳＨＭＩＫＡＮＴＨＡＭ Ｖ，ｅｄ．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＰｈｅ
ｎｏｍｅｎａｉｎＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ．ＮｅｗＹｏｒｋ：Ａｃａｄｅｍｉｃ
Ｐｒｅｓｓ，１９８２．

［１０］　ＣＯＯＫＫＬ，ＷＩＥＮＥＲＪ．Ａｓｕｒｖｅｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎ
ｗｉｔｈｐｉｅｃｅｗｉｓｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓａｒｇｕｍｅｎｔ［Ｍ］∥ＢＵＳＥＮ
ＢＥＲＧＳ，ＭＡＲＴＥＬＬＩ，ｅｄｓ．ＬｅｃｔｕｒｅＮｏｔｅｓｉｎｍａｔｈｅｍａｔ
ｉｃｓ，Ｖｏｌ．１４７５．Ｂｅｒｌｉｎ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，１９９１：１－１５．

［１１］　ＹＵＡＮＲ．Ｏｎｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
ｏｆｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｄｅｌａｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｐｉｅｃｅ
ｗｉｓｅｃｏｎｓｔａｎｔａｒｇｕｍｅｎｔ［Ｊ］．ＳｃｉＣｈｉｎａ，１９９８，４１（３）：
２３２－２４１．

［１２］　ＹＵＡＮＲ．Ｐｓｅｕｄｏａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｓｅｃｏｎｄｏｒ
ｄｅｒｎｅｕｔｒａｌｄｅｌａｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈｐｉｅｃｅｗｉｓｅ
ｃｏｎｓｔａｎｔａｒｇｕｍｅｎｔ［Ｊ］．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＡｎａｌ，２０００，４１：８７１
－８９０．

［１３］　ＺＨＡＮＲＬＬ，ＬＩＨＸ．Ｗｅｉｇｈｔｅｄｐｓｅｕｄｏａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄ

ｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｓｏｍｅａｂｓｔｒａｃｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｗｉｔｈ
ｕｎｉｆｏｒｍｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ［Ｊ］．ＢｕｌｌＡｕｓｔＭａｔｈＳｏｃ，２０１０，８２：
４２４－４３６．

［１４］　ＺＨＡＮＧＬＬ，ＬＩＨＸ．Ｗｅｉｇｈｔｅｄｐｓｅｕｄｏａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒｎｅｕｔｒａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ
ｗｉｔｈｐｉｅｃｅｗｉｓｅｃｏｎｓｔａｎｔａｒｇｕｍｅｎｔ［Ｊ］．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＡｎａｌ，
２０１１，７４：６７７０－６７８０．

［１５］　ＺＨＵＡＮＧＲＫ，ＹＵＡＮＲ．Ｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆｐｓｅｕｄｏａｌ
ｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｉｒｄｏｒｄｅｒｎｅｕｔｒａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
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